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5.3 Εφαρµογές των παραλληλογράµµων 
 
 
 

 

Α  Εφαρµογές στα τρίγωνα 
 

Α1  Θεώρηµα 1 
Το τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου, είναι παράλληλο 
προς την τρίτη πλευρά και ίσο µε το µισό της. 
 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ  
και τα µέσα ∆ , E  των ΑΒ , ΑΓ  αντίστοιχα. 

Θα αποδείξουµε ότι 
2
ΓB//∆Ε =  

Προεκτείνουµε τη ∆Ε  κατά τµήµα ∆ΕΕΖ =  
Το τετράπλευρο Α∆ΓΖ  είναι παραλληλόγραµµο 
αφού οι διαγώνιοι του διχοτοµούνται. 
Άρα ΓΖ//Α∆ = , οπότε ΓΖ//∆Β = , αφού ∆ΒΑ∆ =  
Έτσι το τετράπλευρο ∆ΖΓΒ  είναι παραλληλόγραµµο 

Οπότε ΒΓ//∆Ζ  και συνεπώς ΒΓ//∆Ε  και ΒΓ∆Ζ =  ή ΒΓ∆Ε2 =  ή 
2
ΓB∆Ε =  

 
Α2  Θεώρηµα 2 
Αν από το µέσο µιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουµε ευθεία παράλληλη 
προς µία άλλη πλευρά του, τότε η ευθεία αυτή διέρχεται από το µέσο της 
τρίτης πλευράς του. 
 

Απόδειξη 

Θεωρούµε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  και φέρνουµε 
από το µέσο ∆  της ΑΒ  την παράλληλη προς την ΒΓ  
που τέµνει την ΑΓ  στο Ε  
Θα αποδείξουµε ότι το E  είναι το µέσο της ΑΓ  
Έστω ότι το E  δεν είναι µέσο της ΑΓ  
Αν Z  είναι το µέσο της ΓA , το τµήµα ∆Ζ  ενώνει τα µέσα των πλευρών AB , ΓA  
οπότε σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα ΒΓ//∆Ζ  
Έτσι όµως, έχουµε από το ∆  δύο παράλληλες προς τη ΒΓ , που είναι άτοπο. 
Άρα το E  είναι µέσο της ΑΓ  
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Α3  Θεώρηµα 3 
Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες ορίζουν σε µία ευθεία ίσα τµήµατα 
τότε θα ορίζουν ίσα τµήµατα και σε κάθε άλλη ευθεία που τις τέµνει. 
 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τις παράλληλες ευθείες 1ε , 2ε , 3ε  

οι οποίες τέµνουν την 1δ  στα σηµεία Α , B , Γ  

και ορίζουν σε αυτή τα ίσα ευθύγραµµα τµήµατα BΑ , ΒΓ  
Αν µια άλλη ευθεία 2δ  τέµνει τις 1ε , 2ε , 3ε  στα σηµεία  

∆ , E , Z  αντίστοιχα, θα αποδείξουµε ότι ΕΖ∆Ε =  
Φέρνουµε ∆Ζ//AK  
Τότε τα τετράπλευρα Α∆ΕΗ  και EZKH  είναι παραλληλόγραµµα 
οπότε ∆ΕAH = )1(  και EZHK = )2(  

Στο τρίγωνο ΓAK  το B  είναι το µέσο της ΑΓ  και ΓΚ//ΒΗ  
Άρα το H  είναι µέσο της AK , δηλαδή HKAH = )3(  

Από τις )1( , )2(  και )3(  προκύπτει ότι ΕΖ∆Ε =  
 

 Για να χωρίσουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα AB  
σε τρία ίσα κοµµάτια, εργαζόµαστε ως εξής: 
 

Φέρνουµε µια τυχαία ηµιευθεία Ax  και πάνω σε αυτή 
παίρνουµε τα ίσα ευθύγραµµα τµήµατα ∆ΕΓ∆ΑΓ ==  
Ενώνουµε το σηµείο E  µε το σηµείο B  και στη συνέχεια από τα σηµεία Γ  και ∆  
φέρνουµε παράλληλες ευθείες προς την EB , ο οποίες τέµνουν το τµήµα AB  στα 
σηµεία Z  και H . 
Τότε  χρησιµοποιώντας το παραπάνω θεώρηµα έχουµε ότι HBZHAZ ==  
 

 Να χωρίσετε το παραπάνω τµήµα AB  σε 5  ίσα κοµµάτια. 

 
Α4  Μεσοπαράλληλος 
Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου  
που ισαπέχουν από δύο παράλληλες ευθείες 1ε  και 2ε  

είναι µία ευθεία ε  παράλληλη προς τις 1ε  και 2ε  

η οποία διέρχεται από τα µέσα των τµηµάτων 
που έχουν τα άκρα τους στις δύο παράλληλες. 
 

Η ευθεία ε  λέγεται µεσοπαράλληλος των 1ε  και 2ε  
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Β  Βαρύκεντρο και ορθόκεντρο τριγώνου 
 

Β1  Βαρύκεντρο 
Οι διάµεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο το οποίο λέγεται 

βαρύκεντρο και του οποίου η απόσταση από κάθε κορυφή είναι τα 
3
2   

του µήκους της αντίστοιχης διαµέσου.  
 
Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  
 

Φέρνουµε τις δύο διαµέσους BE  και ΓΖ  

Επειδή o
11 180ΓBΓB <+<+

∧∧∧∧
 

 

οι δύο διάµεσοι τέµνονται σε εσωτερικό σηµείο Θ  του ΑΒΓ  
 

Αν η ΑΘ  τέµνει τη ΒΓ  στο ∆  
 
θα αποδείξουµε ότι α) η Α∆  είναι η τρίτη διάµεσος, δηλαδή Γ∆Β∆ =  

      β) Α∆
3
2ΑΘ =  

Πραγµατικά  
α) Στην ηµιευθεία Θ∆  παίρνουµε τµήµα ΑΘΘΚ =  
Παρατηρούµε ότι τα σηµεία E , Θ  είναι τα µέσα των πλευρών του τριγώνου ΓAK  

Οπότε 
2
ΓΚ//ΘE = )1(  και όµοια από το τρίγωνο ΑΒΚ  έχουµε 

2
BK//ΖΘ = )2(  

Από τις )1(  και )2(  προκύπτει ότι ΓΚ//BE  και ΒΚ//ΓΖ  
δηλαδή το ΒΘΓΚ  είναι παραλληλόγραµµο )3(  
Άρα οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται, οπότε Γ∆Β∆ =  
 

Το σηµείο αυτό Θ  λέγεται βαρύκεντρο ή κέντρο βάρους του τριγώνου. 
 
β) Από το παραλληλόγραµµο ΒΘΓΚ  έχουµε ακόµη 

2
ΘΚ∆ΚΘ∆ == , άρα 

2
ΘAΘ∆ =  ή Θ∆2ΑΘ = . 

Από τις )1(  και )3(  προκύπτει ότι 
2
ΘB

2
ΓΚΕΘ ==  ή EΘ2ΒΘ = . 

Όµοια από τις )2(  και )3(  έχουµε ΘΖ2ΓΘ =  
Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι το βαρύκεντρο έχει την ιδιότητα να χωρίζει κάθε διάµεσο 
σε δύο τµήµατα που το ένα είναι διπλάσιο του άλλου. 
Επίσης έχουµε ότι Θ∆3Θ∆Θ∆2Θ∆ΑΘ∆A =+=+=  

Άρα Α∆
3
1Θ∆ = , οπότε Α∆

3
2ΑΘ =  

Όµοια προκύπτει ότι ΒΕ
3
2ΒΘ =  και ΓΖ

3
2ΓΘ =  
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Β2  Πρόταση 
Οι παράλληλες, που άγονται από τις κορυφές ενός τριγώνου προς τις 
απέναντι πλευρές του, σχηµατίζουν τρίγωνο, το οποίο έχει ως µέσα των 
πλευρών του τις κορυφές του αρχικού τριγώνου.  
 

Απόδειξη 
Από τις κορυφές Α , B , Γ  τριγώνου ΑΒΓ   
φέρουµε παράλληλες προς τις απέναντι πλευρές του 
οι οποίες ορίζουν ένα νέο τρίγωνο ΚΛΜ  
Λόγω των σχηµατιζόµενων παραλληλογράµµων 
ΚΑΓΒ , ΛΑΒΓ  και ΜΒΑΓ   
έχουµε  ΑΛΒΓKA == , ΓΜΑΒΛΓ ==  και ΒΜΓAKB ==  
Εποµένως τα σηµεία Α , B , Γ  είναι τα µέσα των πλευρών του τριγώνου ΚΛΜ  

 
Β3  Ορθόκεντρο 
Οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο το οποίο 
λέγεται ορθόκεντρο.  
 

Απόδειξη 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα ύψη του Α∆ , ΒΕ  και ΓΖ  
Από τις κορυφές του Α , B , Γ  φέρουµε παράλληλες 
προς τις απέναντι πλευρές. Σύµφωνα µε την προηγούµενη 
πρόταση, στο τρίγωνο ΚΛΜ  τα σηµεία Α , B , Γ   
είναι τα µέσα των πλευρών του. 
Επίσης, παρατηρούµε ότι οι ευθείες Α∆ , ΒΕ  και ΓΖ  είναι κάθετες στις ΚΛ , ΚΜ  
και ΜΛ  αντίστοιχα (αφού είναι κάθετες στις ΒΓ , ΓA  και ΑΒ ) και µάλιστα είναι 
κάθετες στα µέσα τους. ∆ηλαδή οι ευθείες Α∆ , ΒΕ  και ΓΖ  είναι οι µεσοκάθετοι 
των πλευρών του τριγώνου ΚΛΜ , οπότε θα διέρχονται από το ίδιο σηµείο H  
Το σηµείο H  λέγεται ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ  
 

Όταν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, το ορθόκεντρο είναι η κορυφή της ορθής γωνίας 
ενώ σε αµβλυγώνιο τρίγωνο το ορθόκεντρο βρίσκεται εκτός του τριγώνου. 
 
Β4  Πόρισµα 
 

Οι κορυφές Α , B , Γ , τριγώνου ΑΒΓ  και το ορθόκεντρό του H  αποτελούν 
ορθοκεντρική τετράδα, δηλαδή κάθε ένα από αυτά τα σηµεία είναι το ορθόκεντρο 
του τριγώνου, που ορίζεται από τα άλλα τρία σηµεία. 



 
 
5.3 – Εφαρµογές των παραλληλογράµµων                                                                                           159 

Γεωµετρία                                                                                                                                    Α΄ Λυκείου 

Γ  Ιδιότητες ορθογώνιου τριγώνου 
 

Γ1  Θεώρηµα 1 
Η διάµεσος ορθογώνιου τριγώνου που φέρουµε από την κορυφή της ορθής 
γωνίας είναι ίση µε το µισό της υποτείνουσας. 
 

Απόδειξη 

Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

)  
και τη διάµεσό του AM  

Θα αποδείξουµε ότι 
2
ΒΓΑΜ =  

Φέρουµε τη διάµεσο Μ∆  του τριγώνου ΓMΑ  
 

Το Μ∆  συνδέει τα µέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ , οπότε ΑΒ//Μ∆  
 

Αλλά ΑΓΑΒ ⊥ , εποµένως και ΑΓΜ∆ ⊥  
 

Άρα το Μ∆  είναι ύψος και διάµεσος στο τρίγωνο ΑΜΓ , οπότε ΜΓΑΜ =  

δηλαδή 
2
ΒΓΑΜ =  

 

Γ2  Θεώρηµα 2 
Αν η διάµεσος ενός τριγώνου ισούται µε το µισό της πλευράς στην οποία 
αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα την πλευρά 
αυτή. 
 

Απόδειξη 
Θεωρούµε τρίγωνο ΓAB  και τη διάµεσό του AM  

Αν 
2
ΒΓΑΜ = , θα αποδείξουµε ότι o90A =

∧
 

Επειδή 
2
ΒΓΑΜ =  έχουµε ΜΓΑΜ = , οπότε 

∧∧
= ΓA1 )1(  

και ΜΒΑΜ = , οπότε 
∧∧

= BA2 )2(  

Από τις )1(  και )2(  προκύπτει ότι 
∧∧∧∧

+=+ ΓBAA 21 , δηλαδή 
∧∧∧

+= ΓBA  

Αλλά o180ΓBA =++
∧∧∧

, οπότε o180A2 =
∧

 ή o90A =
∧

 
 

 Παρατηρούµε ότι η διάµεσος προς την υποτείνουσα σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο 
το χωρίζει πάντα σε δύο ισοσκελή τρίγωνα. 

 Να εξετάσετε αν υπάρχει περίπτωση, η διάµεσος προς την υποτείνουσα σε 

ένα ορθογώνιο τρίγωνο, να το χωρίζει σε δύο ισόπλευρα τρίγωνα. 
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Γ3  Πόρισµα 

Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο µια γωνία του ισούται µε o30  
τότε η απέναντι πλευρά του είναι το µισό της υποτείνουσας και αντίστροφα. 
 

Απόδειξη 

Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

), µε o30B =
∧

 

Θα αποδείξουµε ότι 
2
ΒΓΑΓ =  

Επειδή o30B =
∧

, είναι ooo 603090Γ =−=
∧

 

Φέρουµε τη διάµεσο ΑΜ  και είναι ΓM
2
ΒΓMΑ ==  

Έτσι o
2 60ΓA ==

∧∧
, οπότε το τρίγωνο ΑΜΓ  είναι ισόπλευρο. 

 

Εποµένως 
2
ΒΓΓMΑΓ ==  

 
 
Αντίστροφα 

αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  είναι 
2
ΓBΑΓ = , τότε θα αποδείξουµε ότι o30B =

∧
 

 
Απόδειξη 
Φέρουµε τη διάµεσο ΑΜ   

Είναι προφανές ότι ΑΓΓM
2
ΒΓMΑ ===  

 

Άρα το τρίγωνο ΑΜΓ  είναι ισόπλευρο, οπότε o60Γ =
∧

 
 

Εποµένως ooo 306090B =−=
∧

 
 

 

 Αν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µία γωνία του είναι o60 , τότε η προσκείµενη 
κάθετη πλευρά στην γωνία αυτή, θα είναι το µισό της υποτείνουσας. 
 

 Να δείξετε ότι αν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, η µία κάθετη πλευρά του είναι 

µισή της υποτείνουσας, τότε η µία οξεία γωνία του θα είναι διπλάσια από την άλλη.  
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α  Εφαρµογές στα τρίγωνα 
 

∆είξαµε στην θεωρία, ότι το τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου 
είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο µε το µισό της. 
Επίσης δείξαµε ότι αν από το µέσο µιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουµε ευθεία 
παράλληλη προς µία άλλη πλευρά του τότε η ευθεία αυτή διέρχεται από το µέσο 
της τρίτης πλευράς του. 
 

Ας δούµε τώρα τι γίνεται, όταν σε ένα τρίγωνο, ένα τµήµα είναι παράλληλο σε µία 
πλευρά του και ισούται µε το µισό της. 
 

Παράδειγµα 1 

Στο διπλανό τρίγωνο είναι 
2
ΓB//ΚΛ =  

Θα αποδείξουµε ότι τα K , Λ  είναι τα µέσα των πλευρών 
AB  και ΓA  αντίστοιχα.  

 

Πραγµατικά  
 

Παίρνουµε το µέσο M  της πλευράς ΓB  
Τότε είναι ΛK//BM =  άρα το τετράπλευρο ΛΜΒK   
θα είναι παραλληλόγραµµο, οπότε ΑΒ//ΛM  
Εποµένως, αφού ΑΒ//ΛM  και M  µέσο της ΓB  
σύµφωνα µε τη θεωρία θα είναι και Λ  µέσο της ΑΓ  
Οµοίως από το µέσο Λ  πλέον της ΑΓ  πηγαίνουµε παράλληλα προς την ΓB  
Άρα και το K  θα είναι µέσο της ΑΒ . 
 
Συνεχίζοντας παραθέτουµε έναν τρόπο κατασκευής παραλληλογράµµου. 
 

Παράδειγµα 2 
Θα αποδείξουµε ότι τα µέσα των πλευρών κάθε κυρτού 
τετραπλεύρου είναι κορυφές παραλληλογράµµου. 
 

Πραγµατικά  
 

Έστω το τετράπλευρο ΑΒΓ∆  και K , Λ , M , N  
µέσα των πλευρών του. Φέρνουµε την διαγώνιο ΓA  

Στο τρίγωνο ΓAB  είναι 
2
ΓA//ΚΛ =  και οµοίως είναι και 

2
ΓA//MN =  

Οπότε MN//ΚΛ =  , άρα το ΛΜΝK  είναι παραλληλόγραµµο. 
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Να τονίσουµε ότι το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση 
που έχουµε µη κυρτό τετράπλευρο. 
Είναι προφανές ότι  
στο διπλανό σχήµα το ΚΛΜΝ  είναι παραλληλόγραµµο. 
 
 

Επίσης, είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το τρίγωνο που έχει σαν κορυφές  
τα µέσα πλευρών τριγώνου, έχει την µισή περίµετρο σε σχέση µε το αρχικό. 
 
 
Παράδειγµα 3 
 

Θα αποδείξουµε ότι η περίµετρος του τριγώνου ΛΜK  
του οποίου οι κορυφές είναι τα µέσα του τριγώνου ΓAB  
είναι η µισή της περιµέτρου του ΓAB  
 

Πραγµατικά  

Αφού το ΚΛ  ενώνει τα µέσα των πλευρών AB  και ΓA , έχουµε 
2
ΓBΛK =  

Οµοίως και για τα τµήµατα ΚΜ  και ΛM  έχουµε 
2
ΓAKM =  και 

2
ABΛM =  

Αν προσθέσουµε τις τρεις αυτές σχέσεις κατά µέλη 

θα έχουµε 
2

ΑΓΓBABΜΛΚΜΛK ++
=++ , δηλαδή 

2
Π

Π ΓAB
MΛK =  

 

Ασκήσεις 
α.1  Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ  και ∆ , E  τα µέσα των πλευρών AB  και ΓA  

Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆  και E  ισαπέχουν από τη ΒΓ  
 

α.2  Στο εσωτερικό τριγώνου ΑΒΓ  παίρνουµε τυχαίο σηµείο ∆  

Αν Ε , Ζ  είναι τα µέσα των ∆Β , ∆Γ  και Μ , Ν  είναι τα µέσα των ΑΒ , ΑΓ  
αντίστοιχα, δείξτε ότι τα Μ , Ν , Ζ  και E  είναι κορυφές παραλληλογράµµου. 
 

α.3  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο  

που έχει κορυφές τα µέσα δύο απέναντι πλευρών κυρτού τετραπλεύρου 
και τα µέσα των διαγωνίων του, είναι παραλληλόγραµµο. 
 

α.4  Σε τρίγωνο ΑΒΓ  τα σηµεία M , E , ∆  και Z  είναι τα µέσα των ΒΓ , BM , ΓA  

και Β∆  αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
α) ΑΒ//ΕΖ   β) ZE4AB =  
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α.5  Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα µέσα των πλευρών AB   
και ΑΓ  τριγώνου ΑΒΓ  διχοτοµεί οποιοδήποτε τµήµα ZΑ , µε Z  σηµείο της ΓB  
 

α.6  Σε τρίγωνο ΑΒΓ  προεκτείνουµε την πλευρά AB  κατά τµήµα 
2

AB∆B =  

Αν είναι E  το µέσο της ΑΓ , να αποδείξετε ότι η ΓB  διχοτοµεί τη ∆Ε  
 
α.7  Αν Ε  και Z  τα µέσα των πλευρών ΑΒ  και Γ∆  ενός παραλληλογράµµου 

ΑΒΓ∆  να αποδείξετε ότι τα ΑΖ  και ΓΕ  χωρίζουν τη διαγώνιο Β∆  σε τρία ίσα 
τµήµατα. 
 
α.8  Αν ∆  το µέσο της διαµέσου ΑΜ  τριγώνου ΑΒΓ  και Ε  το σηµείο τοµής των 

Β∆  και ΑΓ , να αποδείξετε ότι ΓΕ
2
1AE =  

 

α.9  Έστω το τρίγωνο ΓAB   

µε ΑΓΑΒ < , η διχοτόµος του Α∆  και το µέσο M  της ΒΓ  
Αν E  η προβολή του Β  στη διχοτόµο Α∆   

να αποδείξετε ότι   α) ΓA//ΕΜ            β) 
2
ΑΒΓAEM −

=            γ) 
2
ΑΜΕ∆
∧

∧
=  

 
α.10  Έστω το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα µέσα E  και Z  των ΒΓ  και Γ∆  

αντίστοιχα. Αν η EZ  τέµνει τη διαγώνιο ΑΓ  στο H , να αποδείξετε ότι 
4
ΓAΓΗ =  

 

α.11  Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  παίρνουµε σηµεία E  και Z  στις πλευρές AB  

και Γ∆  αντίστοιχα έτσι, ώστε AB
3
2AE =  και Γ∆

3
2ΓΖ =  

Αν η EZ  τέµνει την ευθεία ∆A  στο σηµείο M , να αποδείξετε ότι Μ∆Α∆ =  
 

α.12  Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ  

Έστω Μ  µέσο της ΒΓ  και xΑ  η εξωτερική διχοτόµος της γωνίας 
∧
Α  

Αν ∆  η προβολή του Β  στην xΑ , να δείξετε ότι  

α) ΑΓ//∆Μ  β) 
2

)ΑΓΑΒ(∆Μ +
=  γ) η ∆Μ  διχοτοµεί την πλευρά AB  
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β  Βαρύκεντρο και ορθόκεντρο τριγώνου 
 

Για το βαρύκεντρο ενός τριγώνου δείξαµε πιο πάνω  
ότι η απόστασή του από µία κορυφή ενός τριγώνου  

θα ισούται µε τα 
3
2  την αντίστοιχης διαµέσου. 

Στο διπλανό λοιπόν σχήµα είναι Α∆
3
2ΑΘ =   

Ακόµη θα είναι και Α∆
3
1Θ∆ =  άρα και Α∆2ΑΘ =  

Οµοίως και για τις άλλες διαµέσους. 
 

Στην απόδειξη για το βαρύκεντρο, αποδείξαµε ότι αν οι δύο διάµεσοι του τριγώνου 
τέµνονται σε ένα σηµείο, τότε και η τρίτη διάµεσος θα διέρχεται από αυτό. Αυτός ο 
τρόπος αποτελεί µία βασική µέθοδο για να αποδεικνύουµε ότι τρεις ευθείες 
συντρέχουν σε κάποιο σηµείο. 
 

Το ίδιο ισχύει για το ορθόκεντρο και το έγκεντρο. 
 
Ας δούµε το παρακάτω χαρακτηριστικό θέµα. 
 
Θέµα 1 
 Έστω το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  
Έστω το µέσο M  της ΓB  και το σηµείο τοµής E  των AM  και ∆B  
Θα αποδείξουµε ότι α) EM2AE =  

β) ΕΒ2∆Ε =  
γ) Η ευθεία ΓΕ  διέρχεται από το µέσο της AB  

 

Απάντηση 
 

α) Φέρνουµε τη διαγώνιο ΑΓ  
Στο τρίγωνο ΑΒΓ  οι ΑΜ  και BO  είναι διάµεσοι 
οπότε το E  είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου. 
Άρα EM2AE =  
 

β) Είναι ΟΕ)ΟΕΒΕ(ΟΕΒΟΟΕ∆Ο∆Ε ++=+=+=  

BE2BEBEOE2BE =+=+=  διότι OE2BE =  
 

γ) Επειδή το E  είναι βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ , η ευθεία ΓΕ  είναι ο φορέας 
της τρίτης διαµέσου. 
Άρα η ΓΕ  διέρχεται από το µέσο της πλευράς ΑΒ  
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Ασκήσεις 
β.1  Προεκτείνουµε την πλευρά AB  παραλληλογράµµου Γ∆AB  κατά τµήµα 

ABBE = . Η ευθεία ∆E  τέµνει την ευθεία ΒΓ στο Z  και την ΑΓ  στο H  
Αν O  το κέντρο του παραλληλογράµµου 

Να αποδείξετε ότι     α) ΓΖΒΖ =     β) ΗO2ΓΗ =   γ) ΑΗ
2
1ΓΗ =  

β.2  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε o90A =
∧

 

προεκτείνουµε την ΓΑ  προς το µέρος του A , κατά τυχαίο τµήµα AE  
Από το E  φέρνουµε ΓBEK ⊥  η οποία τέµνει την AB  στο σηµείο P  
Να αποδείξετε ότι BΕPΓ ⊥  
 

β.3  Αν M  και N  τα µέσα των πλευρών ∆Γ  και ΓB  ενός παραλληλογράµµου 

ΑΒΓ∆  να αποδείξετε ότι τα τµήµατα AM  και AN  τριχοτοµούν τη διαγώνιο ∆B  
 

β.4  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο µε κορυφές τα µέσα των πλευρών τριγώνου 
ΓAB  έχει το ίδιο βαρύκεντρο µε το ΓAB  

 

β.5  Αν σε τρίγωνο ΓAB  είναι γβ µµ = , να αποδείξετε ότι γβ = . 
 

β.6  Έστω το τρίγωνο ΓAB  µε ΑΓΑΒ <  

και οι διάµεσοι Α∆ , ΒΕ   
που τέµνονται στο σηµείο Θ  
Το  Κ  είναι το µέσο της ΘΓ   
και Λ  το σηµείο τοµής των ΒΚ , Α∆   

Να αποδείξετε ότι  α) Α∆
9
2ΘΛ =          β) το ΘΕΚ∆  είναι παραλληλόγραµµο. 

 

β.7  Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆  θεωρούµε το βαρύκεντρο K  του τριγώνου 

ΓAB  και τα µέσα E , Z  και H  των AB , Γ∆  και Κ∆  αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι ΚΖ//ΕΗ  
 

β.8  Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ , το ύψος του Β∆  και το µέσο M  του Γ∆  

Προεκτείνουµε τη ∆Β  κατά τµήµα Β∆ΒΕ =  
Να αποδείξετε ότι η κάθετη από το M  στην ΑΒ , η κάθετη από το A  στην ΕΓ   
και η Β∆  συντρέχουν. 
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γ  Ιδιότητες ορθογώνιου τριγώνου 
 
Αρχικά ας δούµε έναν διαφορετικό τρόπο απόδειξης το ότι η διάµεσος ορθογώνιου 
τριγώνου που φέρουµε από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση µε το µισό της 
υποτείνουσας. 
 

Θεωρούµε το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε o90A =
∧

. 

Στο τρίγωνο αυτό η γωνία 
∧
A  είναι η µεγαλύτερη των 

άλλων δύο, οπότε θα υπάρχει ένα σηµείο M  της   

πλευράς ΒΓ  έτσι ώστε η γωνία 1A
∧

 να είναι ίση µε  

την γωνία 
∧
B . 

Όµως είναι 
∧∧∧

+= ΓBA  άρα 
∧∧∧∧

+=+ ΓBAA 21  ή 
∧∧

= ΓA2 . 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι προκύπτουν δύο ισοσκελή τρίγωνα 
τα ABM  και ΓΜA  µε MBAM =  και ΓMAM =  

Οπότε είναι ΓMMB =  δηλαδή το M  είναι µέσο της ΑΓ  και 
2
ΓBAM =  

 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το µέσο της υποτείνουσας ισαπέχει από τις 
τρεις κορυφές του τριγώνου. 
 

Ας δούµε το παρακάτω παράδειγµα. 
 

Παράδειγµα 1 
 

Θα δείξουµε ότι σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε o90A =
∧

, ο κύκλος διαµέτρου 
ΒΓ  διέρχεται από την κορυφή A  

 

Πραγµατικά  
 

Αν M  είναι το µέσο της υποτείνουσας ΒΓ  

τότε ισχύει ΓMMB
2
ΓBMA === . 

Οπότε ο κύκλος διαµέτρου ΒΓ  διέρχεται και από το A . 

 
Να παρατηρήσουµε δηλαδή ότι στα ορθογώνια τρίγωνα το σηµείο τοµής των 
µεσοκαθέτων των πλευρών του, το οποίο είναι και το κέντρο του περιγεγραµµένου 
κύκλου, (περίκεντρο), ταυτίζεται µε το µέσο της υποτείνουσας. 
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Αρκετά από τα θέµατα που θα συναντήσουµε στη συνέχεια της ύλης µας, ζητούν 
να αποδείξουµε ότι κάποιο τρίγωνο είναι ορθογώνιο ή απλά ότι κάποια γωνία είναι 
ορθή.  
Καλό είναι λοιπόν να έχουµε πάντα στο νου µας και το θεώρηµα που λέει ότι 
αν η διάµεσος ενός τριγώνου ισούται µε το µισό της πλευράς στην οποία 
αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα την πλευρά αυτή. 
 

Μια εφαρµογή του είναι στα παρακάτω δύο θέµατα. 
 

Θέµα 1 
Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  προεκτείνουµε την πλευρά του ∆Α   
κατά τµήµα ∆AAH =  

Φέρνουµε τη διχοτόµο της γωνίας 
∧
∆  που τέµνει την 

AB  στο σηµείο Z  
α) Θα αποδείξουµε ότι το τρίγωνο Α∆Ζ  είναι ισοσκελές. 

β) Θα αποδείξουµε ότι η γωνία HZ∆
∧

 είναι ορθή. 
 

Απάντηση 
 

α) Είναι 21 ∆∆
∧∧

=  αφού η ∆Ζ  είναι διχοτόµος της γωνίας 
∧
∆  

        και 11 Z∆
∧∧

=  ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων AB , Γ∆  τεµνόµενες         
         από την ∆Ζ  

Άρα 12 Z∆
∧∧

=  οπότε το τρίγωνο Α∆Ζ  είναι ισοσκελές. 
β) Στο τρίγωνο ∆ΖΗ  η διάµεσος AZ  ισούται µε το µισό της πλευράς ∆Η   

στην οποία καταλήγει, άρα το τρίγωνο θα είναι ορθογώνιο, δηλαδή o90HZ∆ =
∧

 
 

Θέµα 2 
Σε παραλληλόγραµµο Γ∆AB  µε ΓB2AB =  παίρνουµε το µέσο M  της AB  

Θα δείξουµε ότι η γωνία ΓΜ∆
∧

 είναι ορθή. 
 

Απάντηση 
 

Φέρνουµε την ΒΓ//ME , οπότε το τετράπλευρο  
ΓBME  είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει τις  

απέναντι πλευρές του παράλληλες. 
Είναι λοιπόν ΓB2AB = , όµως ∆ΓAB =  και ΓBME =  

∆ηλαδή έχουµε ME2∆Γ =  και E  µέσο της ∆Γ , άρα o90ΓΜ∆ =
∧
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Βέβαια δεν είναι απαραίτητο να χρησιµοποιούµε πάντα το συγκεκριµένο θεώρηµα. 
Θέµα 3 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  είναι o60B =
∧

 και 
2
ΓBAB = , θα αποδείξουµε ότι το τρίγωνο 

αυτό είναι ορθογώνιο. 
 

Απάντηση 
 

Παίρνουµε το µέσο M  της πλευράς ΓB  
Το τρίγωνο ABM  είναι ισοσκελές µε BMAB =  

και αφού o60B =
∧

, θα είναι τελικά ισόπλευρο. 
Εποµένως ΓMBMAM ==  οπότε στο ισοσκελές  

τρίγωνο ΓMA  είναι 
∧∧

= ΓA1 . Όµως o
1 60ΓA =+

∧∧
, άρα o

1 30A =
∧

 

Τελικά αφού o
2 60A =

∧
, θα είναι o

21 90AAA =+=
∧∧∧

 
 
Τέλος παραθέτουµε ένα χαρακτηριστικό θέµα που συνδέει το ύψος προς την 
υποτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου, µε την υποτείνουσα, όταν η µία οξεία 

γωνία του τριγώνου είναι o15  
 

Θέµα 4 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

) φέρνουµε το ύψος του ∆A  

Θα αποδείξουµε ότι o15B =
∧

 αν και µόνον αν 
4
ΓBΑ∆ =  

 

Απάντηση 
 

Φέρνουµε την διάµεσο AM  

Είναι ΓMBM
2
ΓBAM === , οπότε στο τρίγωνο AMB  

απέναντι από ίσες πλευρές θα βρίσκονται και  ίσες γωνίες 

άρα 
∧∧

= BA1  

Επίσης, είναι 
∧∧∧

+= BAM 11  ως εξωτερική στο AMB  

Εποµένως 
∧∧

= B2M1  
Τέλος, αποδεικνύουµε το ευθύ και το αντίστροφο ταυτόχρονα 

είναι o15B =
∧

 ⇔  o
1 30M =

∧
 ⇔  

2
MAΑ∆ =  ⇔  

4
ΓB

2
2
ΓB

Α∆ ==  
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Ασκήσεις 

γ.1  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( o90A =
∧

) είναι cm 8ΑΓ =  και cm 6ΑΒ =  

Από το µέσο ∆  της ΑΓ  φέρνουµε ΑΒ//∆Ε  και τη διάµεσο ∆Μ  του τριγώνου 
∆ΕΓ . Αν cm 5EB =  να υπολογίσετε τα ∆Ε , ∆Μ  

 

γ.2  Σε τρίγωνο ΑΒΓ  θεωρούµε τα ύψη ∆B  και ΓΕ  
 

Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆  και E  ισαπέχουν από το µέσο της πλευράς ΒΓ  
 

γ.3  ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

), µε o30B =
∧

 

Αν E , Z  είναι τα µέσα των ΑΒ  και ΓA , να αποδείξετε ότι ΑΓΕΖ =  
 

γ.4  Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( o90A =
∧

)  

µε K , Λ , M  τα µέσα των πλευρών του AB , ΒΓ , ΓΑ  αντίστοιχα.  
Να αποδείξετε ότι 
α) Το ΛΜΑK  είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.   
β) Το άθροισµα των διαγωνίων του ΛΜΑK  είναι ίσο µε την υποτείνουσα ΓB  
 

γ.5  Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

)  

Έστω o30B =
∧

 , ∆ και E  τα µέσα των ΑΒ , ΒΓ  και προεκτείνουµε την ∆E  κατά 
τµήµα Ε∆∆Ζ =  
Να αποδείξετε ότι το ΑΓΕΖ  είναι ρόµβος. 
 

γ.6  Από το µέσο ∆  της πλευράς AB  τριγώνου ΑΒΓ  φέρνουµε κάθετη στην 

AB , η οποία τέµνει τη ΒΓ  στο σηµείο E . Αν το E  είναι µέσο της ΒΓ , να 
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο. 
 

γ.7  Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
∧∧

= Γ2B  φέρνουµε την διχοτόµο Β∆  

Από το µέσο M  της ΑΓ  φέρνουµε παράλληλη προς τη Β∆  που τέµνει τη ΒΓ  στο 
σηµείο Ε . Να αποδειχθεί ότι ΓBAE ⊥  
 

γ.8  Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆   

είναι o60A =
∧

 και AK  διχοτόµος της γωνίας 
∧
A  όπου K  σηµείο της ΒΓ  

Αν Λ  µέσο της AK  να αποδείξετε ότι η ΛB  διχοτοµεί την γωνία 
∧
B   

και να εκφράσετε τη ΛB  συναρτήσει του Γ∆  
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γ.9  Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

) και το ύψος του Α∆  

α) Αν E , Z  είναι τα µέσα των ΑΒ , ΑΓ  να αποδείξετε ότι o90AZ∆E ==
∧∧

 

β) Αν M  είναι το µέσο της EZ , να αποδείξετε ότι 
4
ΒΓ∆Μ =  

 

γ.10  Σε τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
∧∧

> ΓB  φέρνουµε το ύψος Α∆  

Αν Ε  και Z  είναι τα µέσα των ΑΓ  και ΒΓ  αντίστοιχα , αποδείξτε ότι 
∧∧∧

−= ΓBΖE∆  
 

γ.11  Να αποδείξετε ότι σε ορθογώνιο τρίγωνο, η γωνία του ύψους και της 

διαµέσου που άγονται  από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση µε τη διαφορά 
των οξειών γωνιών του τριγώνου. 
 

γ.12  Έστω E  και Z  τα µέσα των πλευρών AB  και ΒΓ  ορθογωνίου ΑΒΓ∆  

Αν H  και Θ  είναι οι προβολές των κορυφών A  και Γ  πάνω στη διαγώνιο Β∆  
να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΕΗ  και ΖΘ  είναι κάθετες. 
 

 γ.13  Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

)  

Είναι o30B =
∧

 και το ύψος του Α∆  
Από το B  φέρνουµε κάθετη στη διάµεσο AM  που τέµνει αυτή στο Ζ  ( AMBZ ⊥ ) 
Να αποδείξετε ότι Α∆Ζ∆ΒΖ ==  
 

γ.14  Αν σε τρίγωνο ΓAB  ισχύει o120ΓB =−
∧∧

, να αποδείξετε ότι αα υ2δ =  
 

γ.15  ∆ύο κύκλοι ρ) , O(  και 3ρ) , K(  εφάπτονται εξωτερικά και µια ευθεία ε  

εφάπτεται των κύκλων στα σηµεία A  και B . Να υπολογίσετε την γωνία KOA
∧

 
 
γ.16  ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆  και στις πλευρές του Α∆  και ∆Γ  παίρνουµε 

τµήµατα ∆ΛΑΚ = . Αν M  και N  είναι τα µέσα των ΛK  και ΛB  αντίστοιχα 
να αποδείξετε ότι ΑΛΜΝ ⊥  
 

γ.17  Θεωρούµε ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆  και µία ορθή γωνία y∆x
∧

 που οι πλευρές 

της τέµνουν τους φορείς των AB , ΒΓ  στα σηµεία E , Z  αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι η ΓA  διχοτοµεί το τµήµα EZ  
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Εργασία 
 

1  Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  η πλευρά AB  είναι ίση µε το µισό της ΓB  

τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο A  µε γωνία o30Γ =
∧

 
 
2  Αν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µια οξεία γωνία του είναι διπλάσια από την 

άλλη, τότε η υποτείνουσα θα είναι διπλάσια από την µία κάθετη πλευρά του. 

 
3  Τα τµήµατα που ενώνουν τα µέσα των απέναντι πλευρών τετραπλεύρου 

διχοτοµούνται. 
 
4  Τα τµήµατα που συνδέουν τα µέσα των πλευρών ενός τριγώνου, χωρίζουν  

το τρίγωνο σε τέσσερα ίσα τρίγωνα. 
 
5  Αν A  είναι ένα σταθερό σηµείο και B  είναι ένα σηµείο το οποίο κινείται πάνω 

σε µία ευθεία, τότε το µέσο M  της AB  θα κινείται πάνω σε µία ευθεία. 
 

6  Αν σε ρόµβο ΑΒΓ∆  µε o60A =
∧

 και O  το σηµείο τοµής των διαγωνίων είναι 

ΑΒλOB ⋅=  τότε το λ  ισούται µε 

Α: 2    Β: 
2
1    Γ: 

3
1            ∆: 1  

 
7  Αν AB  η εφαπτόµενη στον κύκλο cm) 4 , O(  

και η γωνία o30A =
∧

τότε η OA είναι 
 
Α: cm 8  Β: cm 01  Γ: cm 21      ∆: cm 41  

 

8  Αν ένα ισοσκελές τρίγωνο έχει µία γωνία o120  τότε το ύψος προς τη βάση του 

είναι ίσο µε 
Α: το µισό της βάσης       Β: το µισό της µίας από τις ίσες πλευρές 
Γ: το ένα τέταρτο της βάσης       ∆: την βάση 
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9  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  ορθογώνιο στο A  µε o30Γ =
∧

. Αν ∆A  το ύψος προς την 

υποτείνουσα ΒΓ , τότε το Γ∆  είναι ίσο µε 
Α: Β∆   Β: AB   Γ: ∆Β∆A +           ∆: Β∆3  

 

10  Στο σχήµα τα K , Λ  είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ , Α∆ του τετραπλεύρου 

ΑΒΓ∆ και M  είναι µέσο της διαγωνίου ΑΓ . Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της 
πρώτης στήλης µε ένα µόνο στοιχείο  της δεύτερης στήλης.  
 

Στήλη Α Στήλη Β 
 

1.ΚΛ 
 
 

2.ΚΜ 
 
 

3.ΛΜ 
 

α) 
2
ΓA  

β) 
2
ΓΒ  

γ) 
2
∆Β  

δ) 
2
Γ∆  

 
11  Να εξετάσετε αν υπάρχει τρίγωνο στο οποίο το ορθόκεντρο και το βαρύκεντρο 

να ταυτίζονται. 
 

12  Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε o90A =
∧

 και M  το µέσο της ΒΓ  

Να εξετάσετε αν ο κύκλος ΜΒ) , Μ(  διέρχεται από τα Α  και Γ . 
 

13  Αν E , Z  είναι τα µέσα των πλευρών Α∆ , ΒΓ  κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓ∆  

αντίστοιχα µε ΑΓΒ∆ > , να αποδείξετε ότι Β∆ΕΖ <  
 

14  ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΓAB  µε ΓAAB = . Αν ∆ , E  είναι µεταβλητά 

σηµεία των πλευρών ΑΒ , ΑΓ  αντίστοιχα, τέτοια ώστε ΓΕΑ∆ = , να βρείτε τον 
γεωµετρικό τόπο του µέσου ∆Ε  
 

15  ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΓAB  ( o90A =
∧

) το ύψος του Α∆  και η διάµεσος 
ΑΜ  και E , Z  οι προβολές του σηµείου ∆  στις ΑΒ  και ΑΓ  αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι 
α) ΕΖΑ∆ =  
β) EZAM ⊥  
γ) η διάµεσος AM , το ∆Ζ  και η παράλληλη προς την ΕΖ  από το B  συντρέχουν. 


